Spectral estimates for Schr\"odinger operators on periodic discrete
  graphs by Korotyaev, E. & Saburova, N.
ar
X
iv
:1
70
5.
05
33
6v
2 
 [m
ath
.SP
]  
22
 Ju
n 2
01
8
Спектральные оценки для оператора Шредингера на
периодических дискретных графах
Евгений Коротяев ∗ Наталья Сабурова †
26 июня 2018 г.
Аннотация
Рассмотрены нормированный оператор Лапласа и его возмущения периодическим
потенциалом (операторШредингера) на периодических дискретных графах. Спектр
операторов состоит из абсолютно непрерывной части, представляющей собой объ-
единение конечного числа невырожденных спектральных зон и конечного чис-
ла собственных значений бесконечной кратности. Получены оценки меры Лебега
спектра в терминах геометрических параметров графа. Показано, что на некото-
рых графах эти оценки становятся равенствами. Получены двусторонние оценки
длин первых спектральных зон и эффективных масс в начале спектра для опе-
раторов Лапласа и Шредингера, откуда, в частности, следует невырожденность
первой зоны оператора Шредингера.
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1 Введение
Оператор Лапласа на графах имеет многочисленные приложения в физике и химии,
см., например, раздел 7.6 в [BK13], главу 8 в [CDS95], обзор [Ku02] и ссылки в них.
Существует два типа графов: дискретный и метрический. На каждом из них введен
оператор Лапласа.
• Дискретный граф: разностный оператор Лапласа действует в пространстве функ-
ций, определенных на множестве вершин графа. Здесь главную роль играют вершины
графа, а ребра показывают взаимодействие между вершинами графа. При этом суще-
ствует несколько определений дискретного оператора Лапласа: нормированный, ком-
бинаторный, оператор с весами, см., например, [BK13], [Ch97], [HN09], [MW89], [S13].
Спектр дискретного оператора Лапласа на периодическом графе состоит из конечного
числа зон, разделенных лакунами.
• Метрический граф: граф рассматривается как непрерывное (метрическое) про-
странство, состоящее из ребер (одномерных пространств), соединяющихся в вершинах
графа. Здесь оператор Лапласа действует на функциях, определенных вдоль каждо-
го ребра графа и подчиненных специальным граничным условиям в вершинах, обес-
печивающих самосопряженность оператора на соответствующем L2-пространстве, см.,
например, [BK13], [KoS99], [P12]. Спектр метрического оператора Лапласа на периоди-
ческом графе заполняет положительную полуось, за исключением бесконечного числа
лакун.
В работе [C97] получено явное соотношение между спектром нормированного опе-
ратора Лапласа на дискретном графе и его аналогом на соответствующем метрическом
графе с ребрами одинаковой длины. Позднее в работе [KS15] показано, как собствен-
ные функции непрерывного спектра оператора Лапласа на метрическом периодическом
графе выражаются через собственные функции непрерывного спектра нормированного
оператора Лапласа на соответствующем дискретном графе. Таким образом, найдена
явная связь между оператором Лапласа на метрическом графе и нормированным опе-
ратором Лапласа на соответствующем дискретном графе, и задача изучения спектра
оператора Лапласа на метрическом графе с ребрами одинаковой длины сводится к изу-
чению спектра нормированного оператора Лапласа на дискретном графе.
В данной работе мы рассматриваем нормированный оператор Лапласа и его возму-
щения периодическим потенциалом (оператор Шредингера) на периодических дискрет-
ных графах. При этом мы не предполагаем, что граф вложен в некоторое евклидово
пространство. Однако во многих приложениях естественно рассматривать такое вложе-
ние. Например, приближение сильной связи используется для описания электрических
свойств реальных кристаллов (см., например, [A76]). Структура кристалла моделиру-
ется дискретным графом, в котором вершины описывают положение атомов, а ребра
представляют химические связи между атомами, при этом не принимаются во внима-
ние физические характеристики атомов, которые могут отличаться друг от друга. Во
многих случаях эта модель дает хорошие результаты. При этом периодический граф
представляет собой геометрический граф, вложенный в пространство Rd (d = 2, 3) та-
ким образом, что он является инвариантным при сдвигах на целочисленные векторы
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m ∈ Zd.
Известно, что спектр оператора Шредингера с периодическим потенциалом на пе-
риодическом дискретном графе состоит из абсолютно непрерывной части и конечного
числа собственных значений бесконечной кратности. Абсолютно непрерывный спектр
представляет собой объединение конечного числа невырожденных спектральных зон,
разделенных лакунами. Возникает задача: оценить ширину спектральных зон и лакун в
терминах геометрических параметров графа и потенциала. Напомним известный факт:
в случае оператораШредингера −∆+Q с периодическим потенциаломQ в пространстве
R
d спектр абсолютно непрерывен [T73] и состоит из конечного числа невырожденных
спектральных зон, разделенных лакунами [Sk87]. Собственные значения бесконечной
кратности отсутствуют. Отметим, что для случая d = 1 имеются двусторонние оценки
L2-нормы потенциала через длины лакун, см. [K98], [K03] и оценки изменения длин
всех зон через L2-норму потенциала [K00]. Другие оценки нам неизвестны.
Перечислим основные цели данной работы:
1) получить двусторонние оценки длин первых спектральных зон и эффективных масс
в начале спектра для нормированного оператора Лапласа и оператора Шредингера на
периодических дискретных графах, доказать невырожденность первой зоны оператора
Шредингера;
2) оценить меру Лебега спектра и сумму длин всех лакун оператора Шредингера через
геометрические параметры графа и потенциал;
3) показать, что полученные оценки меры Лебега спектра являются точными, т.е.
существуют периодические графы, для которых эти оценки становятся равенства-
ми;
4) указать возможное число и положение собственных значений бесконечной крат-
ности для нормированного оператора Лапласа на некоторых классах периодических
графов; построить граф, для которого число собственных значений оператора Лапла-
са максимально.
Результаты данной работы были существенно использованы в работе [KS16] при
получении спектральных оценок для оператора Лапласа на метрических графах.
1.1 Оператор Шредингера на периодических графах. Пусть Γ = (V, E) – беско-
нечный связный граф, возможно с петлями и кратными ребрами. Здесь V – множество
вершин графа, E – множество неориентированных ребер графа. Удобно считать, что
каждому неориентированному ребру графа соответствуют два противоположно ориен-
тированных ребра. Множество всех ориентированных ребер графа Γ обозначим через
A. Ребро с началом в вершине u ∈ V и концом в вершине v ∈ V будем обозначать
упорядоченной парой (u, v) ∈ A и называть инцидентным вершинам u и v. Вершины
u, v ∈ V будем называть смежными и обозначать через u ∼ v, если (u, v) ∈ A. Ребро,
противоположное ребру e = (u, v) ∈ A, будем обозначать через e = (v, u). Степенью
κv вершины v ∈ V называется число ребер множества A с началом в вершине v.
В дальнейшем мы будем рассматривать локально-конечный Zd-периодический граф
Γ, d > 2, т.е. граф, удовлетворяющий следующим условиям:
1) на графе Γ задано свободное действие абелевой группы Zd;
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2) фактор-граф Γ∗ = Γ/Zd конечен.
Фактор-граф Γ∗ = Γ/Zd будем также называть фундаментальным графом периоди-
ческого графа Γ. Если граф Γ вложен в пространство Rd, то фундаментальный граф Γ∗
представляет собой некоторый граф на d-мерном торе Rd/Zd. Фундаментальный граф
Γ∗ = (V∗, E∗) имеет множество вершин V∗ = V/Zd, множество E∗ = E/Zd неориентиро-
ванных ребер и множество A∗ = A/Zd ориентированных ребер.
Рассмотрим гильбертово пространство ℓ2(V ) квадратично суммируемых функций
f : V → C с нормой
‖f‖2ℓ2(V ) =
∑
v∈V
|f(v)|2 <∞.
Нормированный оператор Лапласа ∆, действующий в пространстве ℓ2(V ), определяется
следующим образом:(
∆f
)
(v) = f(v)−
∑
(v,u)∈A
1√
κvκu
f(u), f ∈ ℓ2(V ), v ∈ V, (1.1)
где κv – степень вершины v ∈ V . Суммирование в (1.1) идет по всем ребрам из A, начи-
нающимся в вершине v. Известно (см. [MW89]), что нормированный оператор Лапласа
∆ является ограниченным самосопряженным оператором в пространстве ℓ2(V ) и его
спектр σ(∆) – замкнутое подмножество отрезка [0, 2], содержащее точку 0, т.е.
0 ∈ σ(∆) ⊂ [0, 2]. (1.2)
Рассмотрим оператор Шредингера H = ∆ + Q, действующий в ℓ2(V ). Предполага-
ется, что потенциал Q является вещественным и Zd-периодическим, т.е. подчиняется
условию
Q(v +m) = Q(v), ∀ (v,m) ∈ V × Zd,
где v +m обозначает действие m ∈ Zd на v ∈ V .
Замечание. Существуют и другие определения оператора Лапласа [MW89]. Например,
комбинаторный оператор Лапласа ∆c определяется следующим образом:(
∆cf
)
(v) =
∑
(v, u)∈A
(
f(v)− f(u)), f ∈ ℓ2(V ), v ∈ V. (1.3)
Комбинаторный оператор Шредингера ∆c +Q с периодическим потенциалом Q на пе-
риодических графах изучался в работе [KS14]. Отметим, что в случае графа, каждая
вершина которого имеет одну и ту же степень κ+, нормированный ∆ и комбинатор-
ный ∆c операторы Лапласа (а, значит, и их спектры) связаны простым соотношением
∆c = κ+∆. Однако, в случае произвольного графа спектры этих операторов, не смотря
на многие общие свойства, могут иметь существенные различия. Так, например, аб-
солютно непрерывный спектр нормированного оператора Лапласа ∆ на простейшем
периодическом графе, полученном из квадратной решетки добавлением N вершин на
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каждое ее ребро, имеет вид σac(∆) = [0, 2] (см. предложение 6.2). В случае комбина-
торного оператора Лапласа ∆c на этом же графе при N = 2 абсолютно непрерывный
спектр состоит из трех спектральных зон, разделенных лакунами (см. [KS14], стр. 600).
Результаты об операторе Лапласа на периодических графах используются для спек-
трального анализа оператора Шредингера с убывающим потенциалом, а также для изу-
чения оператора Лапласа на периодических графах с различными дефектами. Кратко
опишем имеющиеся работы. Задача рассеяния для оператора Шредингера с убываю-
щим потенциалом на решетке Zd, d > 1, рассматривалась в работах [BS99], [IK12],
[IM14], [Ko10], [KM17], [RS09], [SV01] (см. также ссылки в них). Рассеяние на других
графах изучалось в [A12], [KS15], [KMR18], [PR18]. Оператор Шредингера с потенци-
алом, периодическим по одним направлениям и имеющим конечный носитель по дру-
гим, на произвольных периодических графах исследовался в работе [KS17a]. В работах
[AIM16], [Ku14], [KS17b], [SS17] рассматривался оператор Лапласа и оператор Шредин-
гера на периодических графах с различными дефектами.
1.2 Индексы ребер. Для формулировки наших результатов нам понадобится опре-
делить понятие индекса ребра, которое было введено в работе [KS14]. Индексы играют
важную роль при изучении спектра операторов Лапласа и Шредингера на периодиче-
ских графах, т.к. оператор в слое выражается в терминах индексов ребер фундамен-
тального графа Γ∗ = (V∗, E∗) (см. формулу (1.10)).
Пусть ν = #V∗, где #A – число элементов множества A. Зафиксируем ν вершин
периодического графа Γ, которые не являются Zd-эквивалентными друг другу, и обо-
значим это множество вершин через V0. Будем называть множество V0 фундаменталь-
ным множеством вершин графа Γ. Множество V0 можно выбирать по-разному. Одна-
ко естественно выбрать его следующим образом. По лемме 3.1.i существует подграф
T = (VT , ET ) периодического графа Γ, удовлетворяющий условиям:
1) T является деревом, т.е. связным графом без циклов;
2) множество VT состоит из ν вершин графа Γ, которые не являются Z
d-эквива-
лентными друг другу.
Будем считать, что фундаментальное множество вершин V0 совпадает с множеством
вершин VT дерева T . Отметим, что граф T не является единственным (см. лемму 3.1.i).
Для любой вершины v ∈ V справедливо следующее однозначное представление:
v = v0 + [v], v0 ∈ V0, [v] ∈ Zd. (1.4)
Другими словами, каждая вершина v периодического графа Γ может быть получе-
на из некоторой вершины v0 ∈ V0 сдвигом на целочисленный вектор [v] ∈ Zd. Будем
называть вектор [v] координатами вершины v относительно фундаментального мно-
жества вершин V0. Для каждого ориентированного ребра e = (u, v) ∈ A определим
индекс ребра τ(e) как целочисленный вектор
τ(e) = [v]− [u] ∈ Zd, (1.5)
где, согласно (1.4), имеем
u = u0 + [u], v = v0 + [v], u0, v0 ∈ V0, [u], [v] ∈ Zd.
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Например, для графа Γ, изображенного на рис. 1, индекс ребра (v3, v1 + a1 + a2) равен
(1, 1), а ребро (v1, v4) имеет нулевой индекс. Вообще говоря, индексы ребер зависят от
выбора множества V0.
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Рис. 1: Граф Γ с фундаментальным множеством вершин {v1, . . . , v5}; только ребра фундаменталь-
ного графа Γ∗ показаны на рисунке; векторы a1, a2 производят действие группы Z
2; ребра дерева T
выделены жирными линиями.
Введем сюръекцию fA : A → A∗ = A/Zd, которая каждому ориентированному ребру
e ∈ A графа Γ сопоставляет его класс эквивалентности, т.е. ориентированное ребро
e∗ = fA(e) фундаментального графа Γ∗. Для каждого ребра e∗ ∈ A∗ определим индекс
ребра τ(e∗) следующим образом:
τ(e∗) = τ(e). (1.6)
Другими словами, индексы ребер фундаментального графа Γ∗ индуцируются индекса-
ми соответствующих ребер периодического графа Γ. При этом индекс ребра фундамен-
тального графа относительно фиксированного фундаментального множества вершин
V0 однозначно определяется формулой (1.6), т.к.
τ(e +m) = τ(e), ∀ (e, m) ∈ A× Zd.
Из определения (1.5) индекса ребра следует, что все ребра дерева T имеют нулевые
индексы, т.е.
τ(e) = 0, ∀ e ∈ ET . (1.7)
Ребра с ненулевыми индексами существуют на любом периодическом графе и обеспе-
чивают его связность. Множества всех ребер с ненулевыми индексами периодического
графа Γ и фундаментального графа Γ∗ обозначим соответственно через B и B∗.
1.3 Прямой интеграл и спектр оператора Шредингера. Хорошо известно, что
периодические операторы допускают разложение в прямой интеграл (для непрерывного
случая см. [RS78]). Существование прямого интеграла (1.8) для дискретного оператора
Шредингера на периодических графах обсуждалось во многих работах [KSS98], [Ku89],
[RR07]. В случае конкретного периодического графа не составляет труда выписать яв-
ное представление оператора в слое (см, например, параграф 4.2.2 в [BK13], а также
[HKSW07]). В случае произвольного периодического графа явное представление опе-
раторов в слое, каждый из которых действует в одном и том же пространстве ℓ2(V∗),
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приводится в работах [KS14], [KS16a], [S13]. Повторяя доказательство теоремы 1.1.i из
[KS14], получим следующее утверждение.
Предложение 1.1. Оператор Шредингера H = ∆ + Q в пространстве ℓ2(V ) раскла-
дывается в прямой интеграл
H =
∫ ⊕
Td
ℓ2(V∗)
dϑ
(2π)d
, UHU−1 =
1
(2π)d
∫ ⊕
Td
H(ϑ)dϑ, (1.8)
где Td = Rd/(2πZ)d, U : ℓ2(V ) → H – некоторый унитарный оператор (преобразование
Гельфанда). Здесь оператор Шредингера в слое H(ϑ) и оператор Лапласа в слое ∆(ϑ)
для каждого ϑ ∈ Td имеют вид
H(ϑ) = ∆(ϑ) +Q, (1.9)
(
∆(ϑ)f
)
(v) = f(v)−
∑
e=(v, u)∈A∗
ei〈τ(e), ϑ〉√
κvκu
f(u), v ∈ V∗, (1.10)
где τ(e) – индекс ребра e, определенный формулами (1.5), (1.6); 〈· , ·〉 – обычное скаляр-
ное произведение в пространстве Rd, κv – степень вершины v.
Замечания. 1) Явный вид (1.10) оператора в слое ∆(ϑ) играет важную роль при изу-
чении спектральных свойств оператора Лапласа и оператора Шредингера на периоди-
ческих графах (см. доказательства теорем 2.1 – 2.4).
2) В работе [S13] оператор в слое ∆(ϑ) выражен через координаты ребер (рассмат-
риваемых как направленные прямолинейные отрезки, соединяющие соответствующие
вершины) исходного периодического графа, реализованного в пространстве Rd. Вектор
координат каждого ребра
• представляет собой вектор в пространстве Rd (не обязательно целочисленный);
• является ненулевым вектором (за исключением ребер-петель периодического гра-
фа).
В отличие от вектора координат, введенного в работе [S13], индекс ребра обладает сле-
дующими важными свойствами:
• индекс ребра представляет собой целочисленный вектор в пространстве Rd;
• на фундаментальном графе Γ∗ = (V∗, E∗) существует не менее #V∗ − 1 ребер с
нулевыми индексами (см. формулу (1.7)).
Следует отметить, что число ребер фундаментального графа может быть любым
сколь угодно большим наперед заданным целым числом. При этом может оказаться, что
ребер с ненулевыми индексами всего лишь d. Для таких графов зависимость оператора
в слое ∆(ϑ) от квазиимпульса ϑ в представлении Т.Сунады будет достаточно сложной,
в то время как эта же зависимость в представлении (1.10) окажется существенно проще.
Отметим также, что в работе [KS18] мы получаем разложение оператора Лапласа ∆
на периодических графах в прямой интеграл, где оператор в слое ∆(ϑ) зависит от
минимального числа ненулевых индексов, и показываем, что это число есть инвариант
периодического графа.
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Разложение (1.8) и стандартная теория периодических операторов (см. [RS78], тео-
рема XIII.85) описывают спектр оператора Шредингера H = ∆+Q. Каждый оператор
в слое H(ϑ), ϑ ∈ Td, имеет ν = #V∗ собственных значений λn(ϑ), n ∈ Nν = {1, . . . , ν},
занумерованных в неубывающем порядке с учетом кратности:
λ1(ϑ) 6 λ2(ϑ) 6 . . . 6 λν(ϑ), ν = #V∗, ∀ϑ ∈ Td. (1.11)
Так как оператор H(ϑ) является самосопряженным и аналитичным по ϑ ∈ Td, каж-
дая функция λn(·), n ∈ Nν , вещественнозначна и кусочно аналитична на торе Td и
определяет спектральную зону σn(H):
σn(H) := σn = [λ
−
n , λ
+
n ] = λn(T
d). (1.12)
Тогда для спектра оператора Шредингера H на графе Γ имеем равенство
σ(H) =
⋃
ϑ∈Td
σ
(
H(ϑ)
)
=
ν⋃
n=1
σn(H). (1.13)
Так как оператор в слое H(ϑ) действует в конечномерном пространстве и аналитичен
по ϑ ∈ Td (более того, представляет целую функцию по ϑ ∈ Cd), то, согласно общей
теории [GN98], сингулярно непрерывный спектр оператораH отсутствует. Заметим, что
если λn(·) = Cn = const на некотором подмножестве тора Td положительной меры, то
оператор H на графе Γ имеет собственное значение Cn бесконечной кратности. Будем
называть {Cn} вырожденной зоной. Таким образом, спектр оператора Шредингера H
на периодическом графе Γ имеет вид
σ(H) = σac(H) ∪ σfb(H). (1.14)
Здесь σac(H) – абсолютно непрерывный спектр, представляющий собой объединение
невырожденных зон из (1.13), σfb(H) – множество всех собственных значений бесконеч-
ной кратности (вырожденных зон). Невырожденный интервал между двумя соседними
невырожденными спектральными зонами называется лакуной.
Собственные значения оператора Лапласа в слое ∆(ϑ) будем обозначать через λ0n(ϑ),
n ∈ Nν . Спектральные зоны σn(∆), n ∈ Nν , для оператора Лапласа ∆ имеют вид
σn(∆) := σ
0
n = [λ
0−
n , λ
0+
n ] = λ
0
n(T
d). (1.15)
2 Основные результаты
2.1 Оценки для первой спектральной зоны оператора Шредингера. Известно
(см. [SS92], теорема 1), что
λ−1 = min
ϑ∈Td
λ1(ϑ) = λ1(0). (2.1)
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Разложим первую зонную функцию λ1(ϑ) в ряд Тейлора в окрестности точки 0:
λ1(ϑ) = λ1(0) +
1
2
d∑
i,j=1
Mij ϑiϑj +O
(|ϑ|3), где Mij = ∂2λ1(0)
∂ϑi∂ϑj
, ϑ = (ϑj)
d
j=1. (2.2)
Элементы матрицы m = M−1, где M = {Mij}, представляют собой тензор, называе-
мый тензором эффективных масс в начале спектра. Приближение эффективной массы
является стандартным приемом в физике твердого тела, когда при энергиях, близких
к λ1(0), сложный гамильтониан заменяется модельным гамильтонианом − ∆2m , где ∆
– оператор Лапласа, а m – эффективная масса. В общем случае эффективная масса
зависит от направления в кристалле и является тензором.
В работе [KS16a] получены оценки сверху для эффективных масс на краю каждой
спектральной зоны дискретного оператора Лапласа на периодических графах в тер-
минах геометрических параметров графов. Кроме того, в случае начала спектра полу-
чена двусторонняя оценка эффективных масс в терминах геометрических параметров
графов. В работе [K08] оцениваются эффективные массы для магнитного оператора
Шредингера на зигзагных нанотрубках. Отметим, что в случае оператора Шредингера
с периодическим потенциалом в пространстве Rd тензор эффективных масс изучался в
работах [BS03], [KiS87], [Sh05].
Дадим двусторонние оценки длин первых спектральных зон и эффективных масс в
начале спектра для нормированного оператора Лапласа и оператора Шредингера.
Теорема 2.1. i) Наименьшее собственное значение λ1(0) оператора H(0) простое, а
все компоненты соответствующего собственного вектора ψ ∈ ℓ2(V∗) строго положи-
тельны.
ii) Первая зона σ1(H) = [λ
−
1 , λ
+
1 ] оператора Шредингера H = ∆ + Q невырождена,
т.е. λ−1 < λ
+
1 , и справедлива следующая оценка:
c−20 |σ1(∆)| 6 |σ1(H)| 6 c20 |σ1(∆)|,
c0 =
ψ+
ψ−
, ψ− = min
v∈V∗
ψ(v)√
κv
, ψ+ = max
v∈V∗
ψ(v)√
κv
,
(2.3)
где σ1(∆) – первая зона оператора Лапласа ∆, и κv – степень вершины v.
iii) Тензоры эффективных масс m0 и m в начале спектра для оператора Лапласа ∆
и оператора Шредингера H = ∆+Q, соответственно, подчиняются оценке:
c−20 m0 6 m 6 c
2
0m0. (2.4)
Замечания. 1) Теорема 2.1 остается справедливой и для оператораШредингера ∆c+Q,
где ∆c – комбинаторный оператор Лапласа, определенный в (1.3). В этом случае ψ− =
min
v∈V∗
ψ(v), ψ+ = max
v∈V∗
ψ(v) и доказательство повторяет доказательство теоремы 2.1.
2) Для решетки Zd теорема 2.1 доказана в работе [KiS87]. Для произвольного пери-
одического графа оценки (2.3), (2.4) являются, по-видимому, новыми.
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2.2 Оценка меры Лебега спектра. Оценим меру Лебега спектра оператора Шре-
дингера H = ∆ + Q в терминах геометрических параметров графа (числа ребер с
ненулевыми индексами и степеней вершин) и суммарную ширину лакун в терминах
геометрических параметров графа и потенциала Q.
Теорема 2.2. i) Мера Лебега |σ(H)| спектра оператора Шредингера H = ∆ + Q удо-
влетворяет неравенству:
|σ(H)| 6
ν∑
n=1
|σn(H)| 6 2z, z =
∑
v∈V∗
zv
κv
, (2.5)
где zv – число ребер фундаментального графа с ненулевыми индексами и началом в
вершине v ∈ V∗, κv – степень вершины v, ν = #V∗. Кроме того, если в спектре
оператора H имеется s лакун γ1(H), . . . , γs(H), то справедлива следующая оценка:
s∑
n=1
|γn(H)| > λ+ν − λ−1 − 2z > C0 − 2z,
C0 = |λ0+ν − q•|, q• = max
v∈V∗
Q(v)−min
v∈V∗
Q(v),
(2.6)
где λ0+ν – правый край спектра оператора Лапласа ∆; λ
−
1 , λ
+
ν – левый и правый края
спектра оператора Шредингера H.
ii) Оценки (2.5) и первое неравенство в (2.6) становятся равенствами для неко-
торых классов графов, см. (2.11).
Замечания. 1) Напомним, что спектр нормированного оператора Лапласа σ(∆) ⊂
[0, 2]. Поэтому оценки (2.5) для оператора Лапласа ∆ эффективны тогда и только тогда,
когда z < 1. Это условие выполняется в случае, когда в каждой вершине v ∈ V∗ число
ребер с ненулевыми индексами достаточно мало по сравнению со степенью вершины.
2) Число z подчиняется следующим простым оценкам (см. лемму 3.1.ii):
z 6 1, если ν = 1; z 6 ν −
∑
v∈V∗
1
κv
, если ν > 2; ν = #V∗. (2.7)
2.3 Оператор Шредингера на петлевых графах.
Определение петлевого графа. i) Периодический граф Γ называется петлевым
графом, если каждое ребро фундаментального графа Γ∗ = (V∗, E∗) с ненулевым индек-
сом является петлей, т.е. имеет вид (v, v) для некоторой вершины v ∈ V∗.
ii) Петлевой граф Γ будем называть точным петлевым графом, если
cos〈τ(e), ϑ0〉 = −1
для всех ребер с ненулевыми индексами e ∈ B∗ и некоторого ϑ0 ∈ Td, где τ(e) – индекс
ребра e. Точку ϑ0 будем называть точным квазиимпульсом для петлевого графа Γ.
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Замечание. Класс петлевых графов достаточно широк. Простейшим примером точ-
ного петлевого графа является d-мерная решетка. Более сложные примеры петлевых
графов обсуждаются в утверждении 2.3 из работы [KS14].
Опишем все спектральные зоны оператораШредингера на точных петлевых графах.
Теорема 2.3. i) Пусть Γ – петлевой граф. Тогда левые края спектральных зон σn =
σn(H) = [λ
−
n , λ
+
n ] оператора Шредингера H на графе Γ удовлетворяют соотношению
λ−n = λn(0), ∀ n ∈ Nν . (2.8)
ii) Пусть Γ – точный петлевой граф с точным квазиимпульсом ϑ0 ∈ Td. Тогда
σn = [λ
−
n , λ
+
n ] = [λn(0), λn(ϑ0)], ∀n ∈ Nν , (2.9)
ν∑
n=1
|σn| = 2z, (2.10)
где z определено в (2.5). В частности, если все ребра фундаментального графа Γ∗ =
(V∗, E∗) с ненулевыми индексами имеют вид (v, v) для некоторой вершины v ∈ V∗, то
|σ(H)| =
ν∑
n=1
|σn| = 2z. (2.11)
Замечания. 1) Согласно (2.10), суммарная длина спектральных зон оператора Шре-
дингера H = ∆+Q на точных петлевых графах не зависит от потенциала Q.
2) λ−n , n ∈ Nν , являются собственными значениями оператора Шредингера H(0),
определяемого формулами (1.9), (1.10), на фундаментальном графе Γ∗. Равенства, ана-
логичные (2.9), имеют место дляN -периодических матриц Якоби на решетке Z (а также
для оператора Хилла). Спектр этих операторов абсолютно непрерывен и представляет
собой объединение спектральных зон, разделенных лакунами. Края зон являются так
называемыми 2N -периодическими собственными значениями.
2.4 Спектр оператора Лапласа на специальных периодических графах. Об-
судим возможное число невырожденных спектральных зон, а также возможное число
собственных значений бесконечной кратности (вырожденных зон) для нормированно-
го оператора Лапласа. Согласно стандартным методам аналитического продолжения
(см, например, [RS78], [T73]), λ∗ является собственным значением оператора H тогда
и только тогда, когда λ∗ = const является собственным значением оператора H(ϑ) для
всех ϑ ∈ Td. Определим кратность вырожденной зоны следующим образом: вырожден-
ная зона {λ∗} оператора H имеет кратность m тогда и только тогда, когда λ∗ = const
является собственным значением оператора H(ϑ) кратности m для почти всех ϑ ∈ Td.
Теорема 2.4. Пусть ν, d > 2. Тогда справедливы следующие утверждения.
i) Существует Zd-периодический граф Γ такой, что спектр оператора Лапласа
∆ на Γ состоит из двух невырожденных спектральных зон и ν − 2 вырожденных
спектральных зон (с учетом кратности), лежащих в лакуне.
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ii) Существует Zd-периодический граф Γ такой, что спектр оператора ∆ на Γ
имеет [ν−1
d
] различных вырожденных зон, каждая из которых имеет кратность d−1
и лежит на абсолютно непрерывном спектре σac(∆) = [0, 2].
iii) Существует Zd-периодический граф Γ такой, что мера Лебега спектра опе-
ратора Шредингера H = ∆ + Q на Γ удовлетворяет равенству |σ(H)| = 4d
ν+2d−1 . В
частности, |σ(H)| → 0 при ν →∞.
Замечание. Собственное подпространство, соответствующее собственному значению
бесконечной кратности, порождается собственными функциями с конечными носите-
лями (см., например, [BK13], теорема 4.5.2). Отметим, что аналогичное утверждение
справедливо не только в случае периодических графов, но и для графов более общей
структуры [V05].
Приведем краткое описание работы. Вспомогательный параграф 3 посвящен фак-
торизации оператора Лапласа в слое. В § 4 мы доказываем теоремы 2.1 и 2.2 о спек-
тральных оценках для оператора Шредингера H . В § 5 мы описываем спектр оператора
H на петлевых графах и доказываем теорему 2.3. В этом же параграфе мы изучаем
спектральные свойства оператора Лапласа ∆ на двудольных графах. В §§ 6, 7 описы-
вается спектр операторов Лапласа и Шредингера на некоторых возмущениях d-мерной
решетки добавлением к ней вершин и ребер (периодическим образом). Здесь также
доказывается теорема 2.4. В § 8 мы приводим некоторые известные свойства матриц,
необходимые для доказательства основных результатов.
3 Факторизация оператора Лапласа
3.1 Существование дерева T и оценки для числа z
Лемма 3.1. i) Существует подграф T = (VT , ET ) периодического графа Γ, удовлетво-
ряющий условиям:
1) T является деревом, т.е. связным графом без циклов;
2) множество VT состоит из ν вершин графа Γ, которые не являются Z
d-эквива-
лентными друг другу.
ii) Для числа z, определенного в (2.5), справедливы следующие оценки:
z 6 1, если ν = 1; z 6 ν −
∑
v∈V∗
1
κv
, если ν > 2; ν = #V∗, (3.1)
где κv – степень вершины v.
Замечание. По построению граф T не является единственным.
Доказательство. i) Опишем процедуру построения графа T = (VT , ET ). На начальном
этапе полагаем VT = ∅. Далее, пусть v – произвольная вершина графа Γ. Добавляем ее
в множество VT := VT ∪ {v}. Так как граф Γ связен, существуют вершины, смежные
с v. Добавляем в множество VT те из них, которые не являются Z
d-эквивалентными
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вершинам из VT . Аналогично поступаем с каждой из вновь добавленных в VT вершин и
т.д. Так как число вершин фундаментального графа конечно, этот процесс добавления
вершин закончится за конечное число шагов. При этом множество VT удовлетворяет
условию 2). Действительно, допустим, что некоторая вершина u ∈ V \ VT не являет-
ся Zd-эквивалентной ни одной из вершин VT . По построению множества VT и в силу
периодичности графа Γ это означает, что вершина u не смежна ни с одной из вер-
шин множества VT , ни с эквивалентными им вершинами. Это противоречит связности
периодического графа. Таким образом, выполнено условие 2).
Пусть Γ1 = (VT , E1) – подграф графа Γ с множеством вершин VT и множеством
ребер E1, содержащим те и только те ребра Γ, оба конца которых входят в VT . По
построению множества VT граф Γ1 связен. Тогда покрывающее дерево графа Γ1, т.е.
дерево, содержащее все вершины графа Γ1, и есть искомый подграф T .
ii) Пусть ν = 1, т.е. V∗ состоит из единственной вершины v. Тогда, согласно (2.5),
z = zv
κv
6 1.
Пусть теперь ν > 2. По построению графа T , для каждой вершины v из фунда-
ментального множества V0 = VT существует хотя бы одно ребро дерева T = (VT , ET ),
инцидентное v. Тогда, в силу (1.6) и (1.7), для каждой вершины v ∈ V0, а значит, и для
каждой вершины v фундаментального графа, число zv ребер с ненулевыми индексами
и началом в v не превышает κv − 1. Отсюда следует требуемая оценка:
z =
∑
v∈V∗
zv
κv
6
∑
v∈V∗
κv − 1
κv
= ν −
∑
v∈V∗
1
κv
. (3.2)
3.2 Факторизация оператора Лапласа в слое. Введем гильбертово пространство
ℓ2(A) = {φ : A → C | φ(e) = −φ(e) для всех e ∈ A и 〈φ, φ〉A <∞}, (3.3)
со скалярным произведением
〈φ1, φ2〉A = 1
2
∑
e∈A
φ1(e)φ2(e). (3.4)
Известно (см., например, [MW89]), что для оператора Лапласа ∆ справедлива сле-
дующая факторизация:
∆ = ∇∗∇, (3.5)
где оператор ∇ : ℓ2(V )→ ℓ2(A) имеет вид
(∇ f)(e) = f(v)√
κv
− f(u)√
κu
, f ∈ ℓ2(V ), e = (v, u) ∈ A. (3.6)
Сопряженный оператор ∇∗ : ℓ2(A)→ ℓ2(V ) определяется следующим образом:
(∇∗ φ)(v) = 1√
κv
∑
e=(v, u)∈A
φ(e), φ ∈ ℓ2(A), v ∈ V. (3.7)
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Квадратичная форма 〈∆f, f〉V оператора Лапласа ∆ имеет вид
〈∆f, f〉V = 1
2
∑
(v, u)∈A
∣∣∣∣f(v)√κv − f(u)√κu
∣∣∣∣2, (3.8)
где 〈· , ·〉V – скалярное произведение в пространстве ℓ2(V ):
〈f1, f2〉V =
∑
v∈V
f1(v)f2(v), ∀ f1, f2 ∈ ℓ2(V ). (3.9)
Получим соответствующее представление для оператора Лапласа в слое ∆(ϑ).
Теорема 3.2. i) Для каждого ϑ ∈ Td оператор Лапласа в слое ∆(ϑ), определенный
формулой (1.10), удовлетворяет равенству
∆(ϑ) = ∇∗(ϑ)∇(ϑ), (3.10)
где оператор ∇(ϑ) : ℓ2(V∗)→ ℓ2(A∗) определяется следующим образом:(
∇(ϑ)f
)
(e) = e−i〈τ(e),ϑ〉/2
f(v)√
κv
− ei〈τ(e),ϑ〉/2 f(u)√
κu
, f ∈ ℓ2(V∗), e = (v, u) ∈ A∗, (3.11)
τ(e) – индекс ребра e, определенный формулами (1.5), (1.6). Сопряженный оператор
∇∗(ϑ) : ℓ2(A∗)→ ℓ2(V∗) имеет вид
(∇∗(ϑ)φ)(v) = 1√
κv
∑
e=(v, u)∈A∗
ei〈τ(e),ϑ〉/2φ(e), φ ∈ ℓ2(A∗), v ∈ V∗. (3.12)
ii) Квадратичная форма 〈∆(ϑ)f, f〉V∗ оператора Лапласа в слое удовлетворяет ра-
венству
〈∆(ϑ)f, f〉V∗ =
1
2
∑
e=(v, u)∈A∗
∣∣∣∣f(v)√κv − ei〈τ(e),ϑ〉 f(u)√κu
∣∣∣∣2, (3.13)
где суммирование происходит по всем ориентированным ребрам e ∈ A∗.
Доказательство. Пусть ϑ ∈ Td, f ∈ ℓ2(V∗), φ ∈ ℓ2(A∗). Введем обозначение f˜(v) = f(v)√κv
для всех v ∈ V∗.
i) Сначала докажем (3.12). Используя равенство τ(e) = −τ(e) для всех e ∈ A∗ и
формулы (3.3), (3.4), (3.11), получим
〈∇(ϑ)f, φ〉A∗ =
1
2
∑
e∈A∗
(
∇(ϑ)f
)
(e)φ(e) =
1
2
∑
e=(v, u)∈A∗
(
e−i〈τ(e),ϑ〉/2f˜(v)− ei〈τ(e),ϑ〉/2f˜(u))φ(e)
=
1
2
∑
e=(v, u)∈A∗
e−i〈τ(e),ϑ〉/2f˜(v)φ(e) +
1
2
∑
e=(u, v)∈A∗
e−i〈τ(e),ϑ〉/2f˜(u)φ(e)
=
∑
e=(v, u)∈A∗
e−i〈τ(e),ϑ〉/2f˜(v)φ(e).
(3.14)
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С другой стороны, в силу (3.9), (3.12), имеем
〈f,∇∗(ϑ)φ〉V∗ =
∑
v∈V∗
f(v)(∇∗(ϑ)φ)(v)
=
∑
v∈V∗
f˜(v)
∑
e=(v, u)∈A∗
e−i〈τ(e),ϑ〉/2 φ(e) =
∑
e=(v,u)∈A∗
e−i〈τ(e),ϑ〉/2f˜(v)φ(e).
(3.15)
Сравнивая (3.14) и (3.15), убеждаемся в том, что оператор ∇∗(ϑ), определяемый фор-
мулой (3.12), действительно является сопряженным к ∇(ϑ).
Далее докажем равенство (3.10). Используя (3.11), (3.12) и (1.10), находим
(
∇∗(ϑ)∇(ϑ)f
)
(v) =
∑
e=(v, u)∈A∗
1√
κv
ei〈τ(e),ϑ〉/2
(
∇(ϑ)f
)
(e)
=
∑
e=(v, u)∈A∗
1√
κv
ei〈τ(e),ϑ〉/2
(
e−i〈τ(e),ϑ〉/2f˜(v)− ei〈τ(e),ϑ〉/2f˜(u))
=
∑
e=(v, u)∈A∗
1√
κv
(
f˜(v)− ei〈τ(e),ϑ〉f˜(u))
= f(v)−
∑
e=(v, u)∈A∗
ei〈τ(e), ϑ〉√
κvκu
f(u) =
(
∆(ϑ)f
)
(v), ∀v ∈ V∗.
(3.16)
ii) Из равенств (3.10), (3.4), (3.11) следует, что
〈∆(ϑ)f, f〉V∗ = 〈∇(ϑ)f,∇(ϑ)f〉A∗ =
1
2
∑
e∈A∗
∣∣(∇(ϑ)f)(e)∣∣2
=
1
2
∑
e=(v,u)∈A∗
∣∣e−i〈τ(e),ϑ〉/2f˜(v)− ei〈τ(e),ϑ〉/2f˜(u)∣∣2 = 1
2
∑
e=(v, u)∈A∗
∣∣f˜(v)− ei〈τ(e),ϑ〉f˜(u)∣∣2.
(3.17)
4 Доказательство основных результатов
4.1 Оценки для первой спектральной зоны оператора Шредингера. Введем
стандартный ортонормированный базис пространства ℓ2(V∗):
(fu)u∈V∗ , где fu(v) = δuv, v ∈ V∗, (4.1)
δuv – символ Кронекера.
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Лемма 4.1. Для каждого ϑ ∈ Td оператор Лапласа в слое, определенный формулой
(1.10), в стандартном базисе (4.1) имеет вид ∆(ϑ) = {∆uv(ϑ)}u,v∈V∗ , где
∆uv(ϑ) =

1− 1
κu
∑
e=(u,u)∈A∗
cos〈τ(e), ϑ〉, если u = v
−1√
κuκv
∑
e=(u,v)∈A∗
e−i〈τ(e), ϑ〉, если u ∼ v, u 6= v
0, иначе
. (4.2)
Здесь κv – степень вершины v, τ(e) – индекс ребра e, определенный формулами (1.5),
(1.6).
Доказательство. Подставляя формулу (1.10) в равенство
∆uv(ϑ) = 〈fu,∆(ϑ)fv〉V∗
и учитывая, что для каждой петли e = (u, u) ∈ A∗ с индексом τ(e) существует петля
e = (u, u) ∈ A∗ с индексом −τ(e), а также равенство
e−iτ(e) + eiτ(e) = 2 cos τ(e),
получим (4.2).
Доказательство теоремы 2.1. i) Доказательство этого пункта можно найти в работе
[SS92]. Для удобства читателя приведем это простое рассуждение. В силу (4.2) оператор
Лапласа на фундаментальном графе Γ∗ в стандартном базисе (4.1) имеет вид ∆(0) =
{∆uv(0)}u,v∈V∗ , где
∆uv(0) = δuv − κuv√
κuκv
, (4.3)
δuv – символ Кронекера, κuv – число ребер вида (u, v) на фундаментальном графе Γ∗, κv
– степень вершины v. Пусть A = 1 ν−∆(0), где 1 ν – единичная ν×ν матрица, ν = #V∗. В
силу (4.3), все элементы матрицы A неотрицательны. Так как фундаментальный граф
Γ∗ связен, по свойству матриц iv), матрица A неразложима. Оператор Шредингера на
фундаментальном графе Γ∗ в стандартном базисе (4.1) имеет вид H(0) = D − A, где
D = diag
(
Q(v) + 1
)
v∈V∗ – диагональная матрица. Тогда при достаточно большом t ∈ R
матрица −H(0) + t1 ν = A − D + t1 ν – неразложимая матрица с неотрицательными
элементами. Применяя свойство матриц v) к этой матрице, получаем, что наибольшее
собственное значение этой матрицы простое и существует соответствующий ему соб-
ственный вектор с положительными компонентами. Отсюда следует требуемое утвер-
ждение.
Для доказательства остальных пунктов теоремы 2.1 нам понадобится следующая
лемма.
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Лемма 4.2. Пусть ψ ∈ ℓ2(V∗) – собственный вектор с положительными компонента-
ми, соответствующий наименьшему собственному значению λ1(0) оператора H(0).
Тогда
i) для любой функции f ∈ ℓ2(V∗) и для всех ϑ ∈ Td справедливо равенство
〈(H(ϑ)−λ1(0)1 )ψf, ψf〉V∗ = 12 ∑
e=(v, u)∈A∗
cuv
∣∣f(v)−ei〈τ(e), ϑ〉f(u)∣∣2, cuv = ψ(u)ψ(v)√
κuκv
, (4.4)
где 1 – тождественный оператор, τ(e) – индекс ребра e ∈ A∗, определенный формула-
ми (1.5), (1.6);
ii) справедлива следующая оценка:
c−20 λ
(0)
1 (ϑ) 6 λ1(ϑ)− λ1(0) 6 c20 λ(0)1 (ϑ), ∀ϑ ∈ Td,
c0 =
ψ+
ψ−
, ψ− = min
v∈V∗
ψ(v)√
κv
, ψ+ = max
v∈V∗
ψ(v)√
κv
,
(4.5)
где λ1(ϑ) и λ
(0)
1 (ϑ) – наименьшие собственные значения операторов H(ϑ) и ∆(ϑ) соот-
ветственно.
Доказательство. i) Мы используем некоторые аргументы из [KiS87]. Пусть f ∈ ℓ2(V∗).
Из равенств (3.9) и H(0)ψ = λ1(0)ψ следует, что
〈λ1(0)ψf, ψf〉V∗ =
∑
v∈V∗
λ1(0)ψ
2(v)|f(v)|2 =
∑
v∈V∗
(
H(0)ψ
)
(v)ψ(v)|f(v)|2.
Тогда, для каждого ϑ ∈ Td, используя (1.9), имеем
〈(H(ϑ)− λ1(0)1 )ψf, ψf〉V∗ = ∑
v∈V∗
(H(ϑ)ψf)(v)ψ(v)f(v)−
∑
v∈V∗
(
H(0)ψ
)
(v)ψ(v)|f(v)|2
=
∑
v∈V∗
(∆(ϑ)ψf)(v)ψ(v)f(v)−
∑
v∈V∗
(
∆(0)ψ
)
(v)ψ(v)|f(v)|2.
(4.6)
Подставляя в последнее равенство выражение (1.10) для оператора ∆(ϑ), получим
〈(H(ϑ)− λ1(0)1 )ψf, ψf〉V∗ = ∑
v∈V∗
(
ψ(v)f(v)−
∑
e=(v, u)∈A∗
ei〈τ(e), ϑ〉√
κvκu
ψ(u)f(u)
)
ψ(v)f(v)
−
∑
v∈V∗
(
ψ(v)−
∑
e=(v, u)∈A∗
ψ(u)√
κvκu
)
ψ(v)|f(v)|2 =
∑
e=(v, u)∈A∗
cuv
(|f(v)|2 − ei〈τ(e), ϑ〉f(u)f(v)),
(4.7)
где cuv определено в (4.4). В силу равенства τ(e) = −τ(e) для всех e ∈ A∗, имеем∑
e=(v, u)∈A∗
cuv
(|f(v)|2 − ei〈τ(e), ϑ〉f(u)f(v)) = ∑
e=(u, v)∈A∗
cuv
(|f(v)|2 − e−i〈τ(e), ϑ〉f(u)f(v))
=
∑
e=(v, u)∈A∗
cuv
(|f(u)|2 − e−i〈τ(e), ϑ〉f(v)f(u)).
(4.8)
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Тогда равенство (4.7) можно переписать в виде:
〈(H(ϑ)− λ1(0)1 )ψf, ψf〉V∗
= 1
2
∑
e=(v, u)∈A∗
cuv
(|f(v)|2 − ei〈τ(e), ϑ〉f(u)f(v) + |f(u)|2 − e−i〈τ(e), ϑ〉f(v)f(u))
= 1
2
∑
e=(v, u)∈A∗
cuv
∣∣f(v)− ei〈τ(e), ϑ〉f(u)∣∣2, (4.9)
что и требовалось доказать.
ii) Пусть g = g(ϑ) ∈ ℓ2(V∗) – собственный вектор оператора H(ϑ)− λ1(0)1 , соответ-
ствующий наименьшему собственному значению λ1(ϑ)−λ1(0), такой, что ‖κ1/2f0‖V∗ = 1,
где f0 = f0(ϑ) = ψ
−1g, κ – оператор умножения на функцию κ(v) = κv. Здесь ‖ · ‖V∗ –
норма в пространстве ℓ2(V∗). Тогда, в силу принципа минимакса (см. свойство матриц
i) и равенств (3.13), (4.4), имеем
λ
(0)
1 (ϑ) = min
f∈ℓ2(V∗)
‖f‖V∗
=1
〈∆(ϑ)f, f〉V∗ 6 〈∆(ϑ)κ1/2f0,κ1/2f0〉V∗ =
1
2
∑
e=(v, u)∈A∗
∣∣f0(v)− ei〈τ(e),ϑ〉 f0(u)∣∣2
6
1
2ψ2−
∑
e=(v, u)∈A∗
cuv
∣∣f0(v)− ei〈τ(e),ϑ〉 f0(u)∣∣2 = 1
ψ2−
〈(H(ϑ)− λ1(0)1 )ψf0, ψf0〉V∗
=
‖ψf0‖2V∗
ψ2−
(
λ1(ϑ)− λ1(0)
)
6 c20
(
λ1(ϑ)− λ1(0)
)
, ∀ϑ ∈ Td.
(4.10)
Таким образом, первое неравенство в (4.5) доказано.
Аналогично, пусть g0 = g0(ϑ) ∈ ℓ2(V∗) – собственный вектор оператора ∆(ϑ), соот-
ветствующий наименьшему собственному значению λ
(0)
1 (ϑ), такой, что ‖κ−1/2f0‖V∗ = 1,
где f0 = f0(ϑ) = ψg0. Тогда
λ1(ϑ)− λ1(0) = min
f∈ℓ2(V∗)
‖f‖V∗
=1
〈(H(ϑ)− λ1(0)1 )f, f〉V∗ 6 〈(H(ϑ)− λ1(0)1 )κ−1/2f0,κ−1/2f0〉V∗
= 〈(H(ϑ)− λ1(0)1 )ψψ−1κ−1/2f0, ψψ−1κ−1/2f0〉V∗
=
1
2
∑
e=(v, u)∈A∗
cuv
∣∣∣∣ f0(v)ψ(v)√κv − ei〈τ(e), ϑ〉 f0(u)ψ(u)√κu
∣∣∣∣2
6
ψ2+
2
∑
e=(v, u)∈A∗
∣∣∣∣ f0(v)ψ(v)√κv − ei〈τ(e), ϑ〉 f0(u)ψ(u)√κu
∣∣∣∣2 = ψ2+〈∆(ϑ)ψ−1f0, ψ−1f0〉V∗
= ψ2+λ
(0)
1 (ϑ)‖ψ−1f0‖2V∗ 6 c20 λ(0)1 (ϑ), ∀ϑ ∈ Td,
(4.11)
и второе неравенство в (4.5) доказано.
Доказательство теоремы 2.1. ii) Используя (1.12), (2.1) и (4.5), для некоторого ϑ+ ∈
Td имеем
|σ1(H)| = λ+1 − λ1(0) = λ1(ϑ+)− λ1(0) 6 c20 λ(0)1 (ϑ+) 6 c20 λ0+1 = c20 |σ1(∆)|. (4.12)
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Аналогично для некоторого ϑ0+ ∈ Td имеем
c−20 |σ1(∆)| = c−20 λ0+1 = c−20 λ(0)1 (ϑ0+) 6 λ1(ϑ0+)− λ1(0) 6 λ+1 − λ1(0) = |σ1(H)|. (4.13)
Из (4.12) и (4.13) следует (2.3).
Напомним известный факт, что первая спектральная зона σ1(∆) = [0, λ
0+
1 ] оператора
Лапласа ∆ невырождена. Действительно, допустим, что 0 является собственным значе-
нием оператора ∆ бесконечной кратности. Тогда (см., например, теорему 4.5.2 в [BK13])
существует собственная функция 0 6= f ∈ ℓ2(V ), соответствующая этому собственному
значению и имеющая конечный носитель. В силу (3.8), получаем
0 = 〈∆f, f〉V = 1
2
∑
(v, u)∈A
∣∣∣∣f(v)√κv − f(u)√κu
∣∣∣∣2, (4.14)
откуда следует, что
f(u)√
κu
=
f(v)√
κv
, ∀ u, v ∈ V таких, что u ∼ v.
Так как носитель функции f конечен, а граф Γ связен, то f = 0. Получили проти-
воречие. Таким образом, первая спектральная зона σ1(∆) оператора Лапласа ∆ невы-
рождена. Тогда, с учетом того, что ψ – вектор с положительными компонентами, из
неравенства (2.3) следует и невырожденность первой спектральной зоны σ1(H) опера-
тора Шредингера H = ∆+Q.
iii) Тензор эффективных масс m = M−1, где M = {Mij} определяется в (2.2). Тогда
из неравенства (4.5) следует оценка (2.4).
4.2 Оценка меры Лебега спектра. Нам понадобится следующее представление опе-
ратора Шредингера в слое H(ϑ), ϑ ∈ Td:
H(ϑ) = H0 + h(ϑ), H0 =
1
(2π)d
∫
Td
H(ϑ)dϑ. (4.15)
Используя формулы (4.15) и (4.2), находим представление оператора h(ϑ) = {huv(ϑ)}u,v∈V∗
в стандартном базисе (4.1):
huv(ϑ) =
−1√
κuκv
∑
e=(u,v)∈B∗
e−i〈τ(e), ϑ〉, (4.16)
где B∗ – множество ребер фундаментального графа с ненулевыми индексами.
Доказательство теоремы 2.2. i) Определим диагональную матрицу B(ϑ) следующим
образом:
B(ϑ) = diag(Bu(ϑ))u∈V∗ , Bu(ϑ) =
∑
v∈V∗
|huv(ϑ)|, ϑ ∈ Td. (4.17)
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Из (4.16) следует, что
|huv(ϑ)| 6 |huv(0)| = zuv√
κuκv
, ∀ (u, v, ϑ) ∈ V 2∗ × Td, (4.18)
где zuv – число ребер вида (u, v) с ненулевыми индексами на фундаментальном графе
Γ∗. Из (4.17), (4.18) получаем, что
B(ϑ) 6 B(0), ∀ϑ ∈ Td. (4.19)
Оценка (4.19) и свойство матриц vii) дают
−B(0) 6 −B(ϑ) 6 h(ϑ) 6 B(ϑ) 6 B(0), ∀ϑ ∈ Td. (4.20)
Комбинируя (4.15) и (4.20), получим
H0 − B(0) 6 H(ϑ) 6 H0 +B(0), (4.21)
откуда следует
λn(H0 − B(0)) 6 λ−n 6 λn(ϑ) 6 λ+n 6 λn(H0 +B(0)), ∀ (n, ϑ) ∈ Nν × Td, (4.22)
что дает
∣∣σ(H)∣∣ 6 ν∑
n=1
(λ+n − λ−n ) 6
ν∑
n=1
(
λn(H0 +B(0))− λn(H0 − B(0))
)
= 2TrB(0). (4.23)
Используя соотношения (4.17), (4.18), находим
2TrB(0) = 2
∑
u∈V∗
Bu(0) = 2
∑
u, v∈V∗
|huv(0)| = 2
∑
u, v∈V∗
zuv√
κuκv
. (4.24)
В силу неравенства Коши-Шварца получаем
∑
u,v∈V∗
zuv√
κuκv
6
( ∑
u, v∈V∗
zuv
κu
)1/2( ∑
u, v∈V∗
zuv
κv
)1/2
=
∑
v∈V∗
zv
κv
. (4.25)
Здесь мы использовали равенства zuv = zvu и zv =
∑
u∈V∗
zvu для всех u, v ∈ V∗. Из (4.23) –
(4.25) следует оценка (2.5).
Теперь мы докажем (2.6). Так как λ−1 и λ
+
ν – соответственно левый и правый края
спектра σ(H), то, используя оценку (2.5), получим
s∑
n=1
|γn(H)| = λ+ν − λ−1 −
∣∣σ(H)∣∣ > λ+ν − λ−1 − 2z. (4.26)
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Запишем последовательность (Q(v))v∈V∗ в неубывающем порядке
q•1 6 q
•
2 6 . . . 6 q
•
ν , q
•
1 = 0, (4.27)
где q•1 = Q(v1), q
•
2 = Q(v2), . . . , q
•
ν = Q(vν) для некоторых различных вершин v1, v2, . . . , vν ∈
V∗ и без ограничения общности можно считать, что q•1 = 0.
Тогда, согласно свойству матриц ii), собственные значения оператора в слое H(ϑ) =
∆(ϑ) +Q удовлетворяют неравенствам
q•n 6 q
•
n + λ
0
1(ϑ) 6 λn(ϑ) 6 q
•
n + λ
0
ν(ϑ) 6 q
•
n + λ
0+
ν ,
λ0n(ϑ) 6 λn(ϑ) 6 λ
0
n(ϑ) + q
•
ν , ∀ (ϑ, n) ∈ Td × Nν .
(4.28)
Из первого неравенства в (4.28) получаем
λ+ν > q
•
ν , λ
−
1 6 λ
0+
ν , (4.29)
и, используя второе неравенство в (4.28), находим
λ0+ν = max
ϑ∈Td
λ0ν(ϑ) = λ
0
ν(ϑ+) 6 λν(ϑ+) 6 λ
+
ν , (4.30)
0 = λ0−1 = min
ϑ∈Td
λ01(ϑ) = λ
0
1(ϑ−) > λ1(ϑ−)− q•ν > λ−1 − q•ν (4.31)
для некоторых ϑ−, ϑ+ ∈ Td. Из (4.29) – (4.31) следует, что
λ+ν − λ−1 > q•ν − λ0+ν , λ+ν − λ−1 > λ0+ν − q•ν ,
что дает λ+ν −λ−1 > C0, где C0 определено в (2.6). Таким образом, оценка (2.6) доказана.
Доказательство пункта ii) будет приведено в доказательстве теоремы 2.3.ii.
5 Петлевые и двудольные графы
5.1 Оператор Шредингера на петлевых графах.
Доказательство теоремы 2.3. i) Пусть Γ – петлевой граф. Тогда, в силу (4.15), (4.16),
получаем H(ϑ) = H0+h(ϑ), где оператор h(ϑ), ϑ ∈ Td, в стандартном базисе (4.1) имеет
вид
h(ϑ) = diag
(
hvv(ϑ)
)
v∈V∗ , hvv(ϑ) = −
1
κv
∑
e=(v,v)∈B∗
cos〈τ(e), ϑ〉, (5.1)
что дает hvv(0) 6 hvv(ϑ) для всех (ϑ, v) ∈ Td × V∗. Тогда h(0) 6 h(ϑ) и мы имеем
H(0) = H0 + h(0) 6 H0 + h(ϑ) = H(ϑ), ∀ϑ ∈ Td, (5.2)
откуда следует, что λn(0) 6 λn(ϑ) для всех (ϑ, n) ∈ Td × Nν , что дает λ−n = min
ϑ∈Td
λn(ϑ) =
λn(0).
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ii) Пусть Γ – точный петлевой граф с точным квазиимпульсом ϑ0 ∈ Td. Тогда из
равенства (5.1) следует, что hvv(ϑ) 6 hvv(ϑ0) для всех (ϑ, v) ∈ Td×V∗, т.к. cos〈τ(e), ϑ0〉 =
−1 для всех ребер e ∈ B∗ с ненулевыми индексами. Следовательно, h(ϑ) 6 h(ϑ0) и
H(ϑ) = H0 + h(ϑ) 6 H0 + h(ϑ0) = H(ϑ0), (5.3)
что дает λn(ϑ) 6 λn(ϑ0) для всех (ϑ, n) ∈ Td×Nν . Из этого следует, что λ+n = max
ϑ∈Td
λn(ϑ) =
λn(ϑ0) и, в силу (2.8), спектральные зоны σn имеют вид (2.9).
Используя формулы (2.9), (5.1), получаем
ν∑
n=1
|σn| =
ν∑
n=1
(
λn(ϑ0)− λn(0)
)
= Tr
(
H(ϑ0)−H(0)
)
= Tr
(
h(ϑ0)− h(0)
)
= 2
∑
v∈V∗
zv
κv
,
и равенство (2.10) доказано.
Пусть теперь все ребра фундаментального графа Γ∗ с ненулевыми индексами име-
ют вид (v, v) для некоторой вершины v ∈ V∗. Нам осталось доказать только первое
равенство в (2.11). Без ограничения общности можно считать, что оператор H(ϑ) в
стандартном базисе (4.1) имеет вид
H(ϑ) =
(
A y
y∗ ∆vv(ϑ) +Q(v)
)
,
где y ∈ Cν−1, элемент ∆vv(ϑ) определяется формулой (4.2), A – самосопряженная (ν −
1)×(ν−1) матрица, не зависящая от ϑ. Собственные значения µ1 6 . . . 6 µν−1 матрицы
A не зависят от ϑ. Тогда, применяя свойство матриц iii), получим
λ1(ϑ) 6 µ1 6 λ2(ϑ) 6 µ2 6 . . . 6 µν−1 6 λν(ϑ), ∀ϑ ∈ Td.
Отсюда следует, что спектральные зоны оператора H могут только касаться, но не
перекрываются, т.е. |σ(H)| =
ν∑
n=1
|σn|. Таким образом, в этом случае оценка (2.5) и,
следовательно, первое неравенство в (2.6) становятся равенствами.
Замечание. Если существует ϑ0 ∈ Td такое, что 〈τ(e), ϑ0〉/π нечетно для всех ребер
e ∈ B∗ с ненулевыми индексами, то ϑ0 – точный квазиимпульс для Γ.
5.2 Оператор Лапласа на двудольных графах. Граф называется двудольным,
если множество его вершин можно разбить на два непересекающихся подмножества
(называемых долями графа) так, чтобы каждое ребро графа соединяло вершины из
разных долей. Примерами двудольных графов являются d-мерная и гексагональная
решетки. Гранецентрированная кубическая решетка (рис. 5) не является двудольным
графом. Известно (см., например, [MW89]), что следующие утверждения эквивалентны:
• граф Γ является двудольным;
• точка 2 принадлежит спектру σ(∆) оператора Лапласа ∆ на графе Γ;
• спектр σ(∆) симметричен относительно точки 1.
Сформулируем некоторые спектральные свойства оператора Лапласа на двудоль-
ных периодических графах.
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Теорема 5.1. Справедливы следующие утверждения.
i) Фундаментальный граф Γ∗ является двудольным тогда и только тогда, когда
для каждого ϑ ∈ Td спектр оператора в слое ∆(ϑ) симметричен относительно точ-
ки 1.
ii) Пусть фундаментальный граф Γ∗ является двудольным с долями V1, V2 и m =
#V1 − #V2 > 0. Тогда {1} является вырожденной зоной оператора Лапласа ∆ на пе-
риодическом графе Γ, кратность которой не меньше m.
iii) Если в спектре оператора Лапласа ∆ на двудольном периодическом графе Γ
существует s лакун γ1(∆), . . . , γs(∆), то справедлива следующая оценка:
s∑
n=1
|γn(∆)| > 2(1− z), (5.4)
где z определено в (2.5).
iv) Пусть Γ – двудольный петлевой граф (фундаментальный граф Γ∗ не является
двудольным, т.к. все ребра графа Γ∗ с ненулевыми индексами являются петлями). То-
гда каждая спектральная зона оператора Лапласа ∆ на Γ имеет вид σ0n = [λ
0−
n , λ
0+
n ],
n ∈ Nν, где λ0−n и λ0+n – собственные значения операторов ∆(0) и 21 −∆(0) соответ-
ственно (1 – тождественный оператор).
Доказательство. ii) Пусть νs = #Vs, s = 1, 2. Учитывая, что вершины из одной
и той же доли двудольного графа Γ∗ = (V∗, E∗) не являются смежными друг другу,
для каждого ϑ ∈ Td оператор Лапласа в слое (1.10) в стандартном базисе (4.1) можно
представить в следующем виде:
∆(ϑ) =
(
1 ν1 A(ϑ)
A∗(ϑ) 1 ν2
)
, (5.5)
где 1 n – единичная n × n-матрица, A(ϑ) – некоторая ν1 × ν2 матрица. Тогда λ = 1
является собственным значением матрицы ∆(ϑ) с собственной функцией f = (f1, f2) ∈
ℓ2(V∗), где fs ∈ ℓ2(Vs), тогда и только тогда, когда
A(ϑ)f2 = 0, A
∗(ϑ)f1 = 0. (5.6)
Система A(ϑ)f2 = 0 всегда имеет нулевое решение f2 = 0. Так как rankA
∗(ϑ) 6 ν2,
то число линейно независимых решений системы A∗(ϑ)f1 = 0 равно ν1 − rankA∗(ϑ) >
ν1 − ν2. Таким образом, при каждом ϑ ∈ Td оператор ∆(ϑ) имеет собственное значение
λ = 1 кратности не менее ν1 − ν2, откуда и следует требуемое утверждение.
Доказательство остальных пунктов повторяет рассуждения для комбинаторного
оператора Лапласа (см. доказательство теоремы 5.2 в [KS14]).
6 Возмущения d-мерной решетки
Рассмотрим d-мерную решетку Ld = (V, E), где множество вершин и множество ребер
имеют вид
V = Zd, E = {(m,m+ as), ∀m ∈ Zd, s ∈ Nd}, (6.1)
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ортонормированный базис a1, . . . , ad совпадает с периодами решетки L
d. Минимальный
фундаментальный граф Ld∗ решетки L
d состоит из одной вершины v и 2d ориентиро-
ванных ребер-петель e1 = e1 = . . . = ed = ed = (v, v) с индексами ±a1, . . . ,±ad. При
ϑπ = (π, . . . , π) ∈ Td имеем равенство cos〈τ(e), ϑπ〉 = −1 для всех ребер фундамен-
тального графа Ld∗ и, следовательно, граф L
d является точным петлевым графом c
точным квазиимпульсом ϑπ. Известно, что спектр оператора Лапласа ∆ на L
d имеет
вид σ(∆) = σac(∆) = [0, 2].
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Рис. 2: а) Zd-периодический граф Γ; б ) фундаментальный граф Γ∗; с) спектр оператора Лапласа.
Опишем спектр операторов Лапласа и Шредингера на возмущениях Γ решетки Ld,
показанных на рис. 2a и являющихся точными петлевыми графами.
Предложение 6.1. Пусть Γ∗ получен из фундаментального графа Ld∗ d-мерной ре-
шетки Ld добавлением ν − 1 > 1 вершин v1, . . . , vν−1 и ν − 1 неориентированных ребер
(v1, vν), . . . , (vν−1, vν) с нулевыми индексами (см. рис. 2b), vν – единственная вершина
Ld∗. Тогда Γ – точный петлевой граф c точным квазиимпульсом ϑπ = (π, . . . , π) ∈ Td
и выполняются следующие утверждения.
i) Спектр оператора Лапласа ∆ на графе Γ имеет вид
σ(∆) = σac(∆) ∪ σfb(∆), σfb(∆) = {1}, (6.2)
где вырожденная зона {1} имеет кратность ν − 2, абсолютно непрерывный спектр
σac(∆) состоит из двух зон σ
0
1 и σ
0
ν :
σac(∆) = σ
0
1 ∪ σ0ν , σ01 = [0, 2dξ ], σ0ν = [2− 2dξ , 2], ξ = ν − 1 + 2d. (6.3)
ii) Спектр оператора Шредингера H = ∆+Q на графе Γ имеет вид
σ(H) =
ν⋃
n=1
[
λn(0), λn(ϑπ)
]
, ϑπ = (π, . . . , π). (6.4)
iii) Пусть qj = Q(vj), j ∈ Nν. Без ограничения общности можно считать, что
qν = 0. Если все значения потенциала q1, . . . , qν−1 в вершинах фундаментального графа
Γ∗ различны, то σ(H) = σac(H), т.е. σfb(H) = ∅.
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iv) Пусть среди чисел q1, . . . , qν−1 существует значение q∗ кратности m. Тогда
спектр оператора Шредингера H на Γ имеет вырожденную зону {q∗ + 1} кратности
m− 1.
v) Мера Лебега спектра оператора Шредингера H на Γ удовлетворяет равенству
|σ(H)| = 4d
ξ
. (6.5)
Доказательство. i) – ii) Фундаментальный граф Γ∗ состоит из ν > 2 вершин v1, . . . , vν ;
ν − 1 ребер (v1, vν), . . . , (vν−1, vν) с нулевыми индексами и 2d ориентированных петель
в вершине vν с индексами ±a1, . . . ,±ad. Так как все ребра фундаментального графа Γ∗
с ненулевыми индексами являются петлями и cos〈τ(e), ϑπ〉 = −1 для всех таких ребер
e ∈ B∗, граф Γ – точный петлевой граф с точным квазиимпульсом ϑπ = (π, . . . , π).
Тогда, по теореме 2.3.ii, спектральные зоны оператора Шредингера H имеют вид
σn = [λ
−
n , λ
+
n ] = [λn(0), λn(ϑπ)], ∀n ∈ Nν ,
и пункт ii) доказан.
Согласно (4.2), для каждого ϑ = (ϑj)
d
j=1 ∈ Td имеем
∆(ϑ) =

1 0 . . . − 1√
ξ
0 1 . . . − 1√
ξ
. . . . . . . . . . . .
− 1√
ξ
− 1√
ξ
. . . 1− 2c0
ξ
 ,

c0 = c1 + . . .+ cd
cj = cosϑj , j ∈ Nd
ξ = ν − 1 + 2d
. (6.6)
Используя формулу (8.3), получаем
det
(
∆(0)− λ1 ν
)
= (1− λ)ν−2 λ (λ− 2 + 2d
ξ
)
,
det
(
∆(ϑπ)− λ1 ν
)
= (1− λ)ν−2 (λ− 2) (λ− 2d
ξ
)
,
где 1 ν – единичная ν × ν-матрица. Тогда собственные значения матриц ∆(0) и ∆(ϑπ)
имеют вид
λ01(0) = 0, λ
0
2(0) = . . . = λ
0
ν−1(0) = 1, λ
0
ν(0) = 2− 2dξ ,
λ01(ϑπ) =
2d
ξ
, λ02(ϑπ) = . . . = λ
0
ν−1(ϑπ) = 1, λ
0
ν(ϑπ) = 2.
Таким образом, в силу (6.4), спектр оператора Лапласа на графе Γ удовлетворяет ра-
венствам (6.2), (6.3).
iii) Для каждого ϑ ∈ Td оператор H(ϑ) имеет вид
H(ϑ) = ∆(ϑ) + q, q = diag(q1, . . . , qν−1, 0),
где ∆(ϑ) определен в (6.6). Используя формулу (8.3), запишем характеристический
многочлен матрицы H(ϑ) в следующем виде:
det(H(ϑ)− λ1 ν) = 1ξ
[
(ξ − ξλ− 2c0)W (λ) +W ′(λ)
]
, (6.7)
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где
W (λ) = (1 + q1 − λ) . . . (1 + qν−1 − λ) . (6.8)
Покажем, что σ(H) = σac(H) от противного. Допустим, что оператор Шредингера
H имеет собственное значение λ бесконечной кратности. Тогда det(H(ϑ) − λ1 ν) = 0
для всех ϑ ∈ Td. Линейная комбинация (6.7) линейно независимых функций c1, . . . , cd, 1
тождественно равна 0 только в случае, когда
W (λ) = 0, W ′(λ) = 0. (6.9)
Все значения потенциала q1, . . . , qν−1 различны. Поэтому каждый ноль функцииW про-
стой. Это противоречит равенствам (6.9). Следовательно, σ(H) = σac(H).
iv) Без ограничения общности можно считать, что q1 = q2 = . . . = qm = q∗. Тогда
λ = q∗ + 1 является нулем кратности m функции W , определенной формулой (6.8),
и нулем кратности m − 1 функции W ′. Следовательно, система (6.9), определяющая
все собственные значения бесконечной кратности, имеет решение λ = q∗ + 1 кратности
m− 1. Таким образом, {q∗ + 1} – вырожденная зона оператора H кратности m− 1.
v) Все ребра фундаментального графа Γ∗ с ненулевыми индексами являются пет-
лями в вершине vν и их число равно 2d. Степень этой вершины κν = ξ. Тогда число z,
определенное в (2.5), равно 2d
ξ
и равенство (2.11) принимает вид (6.5).
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Рис. 3: а) Граф Γ, полученный добавлением двух вершин на каждое ребро решетки L2; б ) спектр
оператора Лапласа (d = 2, N = 2).
Опишем спектр оператора Лапласа на d-мерной решетке с дополнительными вер-
шинами (рис. 3а).
Предложение 6.2. Пусть Γ – граф, полученный из решетки Ld добавлением N вер-
шин на каждое ребро Ld (для N = 2 см. рис. 3а). Тогда фундаментальный граф Γ∗
содержит ν = dN + 1 вершин и спектр оператора Лапласа на Γ имеет вид
σ(∆) = σac(∆) ∪ σfb(∆), (6.10)
где σac(∆) = [0, 2] – абсолютно непрерывный спектр, множество всех собственных
значений бесконечной кратности определяется равенством:
σfb(∆) =
{
1 + cos
πn
N + 1
: n = 1, . . . , N
}
. (6.11)
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При этом каждая вырожденная зона имеет кратность d− 1 и вложена в абсолютно
непрерывный спектр.
Доказательство. Пусть N = 1. Фундаментальный граф Γ∗ имеет ν = d + 1 вершин.
Согласно (4.2), для каждого ϑ = (ϑj)
d
j=1 ∈ Td оператор ∆(ϑ) в стандартном базисе (4.1)
имеет вид
∆(ϑ) =

1 0 . . . −1+e−iϑ1
2
√
d
0 1 . . . −1+e−iϑ2
2
√
d
. . . . . . . . . . . .
−1+eiϑ1
2
√
d
−1+eiϑ2
2
√
d
. . . 1
 . (6.12)
Тогда равенство (8.3) дает
det
(
∆(ϑ)− λ1 ν
)
= (1− λ)d(1− λ− 1
2d(1−λ) (d+ c0)
)
= (1− λ)d−1(λ2− 2λ+ d−c0
2d
)
, (6.13)
где c0 определено в (6.6). Собственные значения матрицы ∆(ϑ) имеют вид
λ01(ϑ) = 1−
√
d+ c0
2d
, λ0d+1(ϑ) = 1 +
√
d+ c0
2d
; (6.14)
λ02(ϑ) = . . . = λ
0
d(ϑ) = 1. (6.15)
Равенства (6.15) означают, что {1} – вырожденная зона оператора Лапласа∆ кратности
d− 1. Из равенств (6.14) получаем, что
λ0−1 = min
ϑ∈Td
λ01(ϑ) = λ
0
1(0) = 0, λ
0+
1 = max
ϑ∈Td
λ01(ϑ) = λ
0
1(ϑπ) = 1, ϑπ = (π, . . . , π),
λ0−d+1 = min
ϑ∈Td
λ0d+1(ϑ) = λ
0
d+1(ϑπ) = 1, λ
0+
d+1 = max
ϑ∈Td
λ0d+1(ϑ) = λ
0
d+1(0) = 2.
Таким образом, σ01 = [0, 1], σ
0
d+1 = [1, 2], σac(∆) = σ
0
1 ∪ σ0d+1 = [0, 2].
Пусть N > 2. Фундаментальный граф Γ∗ имеет ν = dN + 1 вершин. В этом случае
удобнее вместо оператора Лапласа ∆ рассматривать оператор J = 1 − ∆, где 1 –
тождественный оператор.
Оператор J(ϑ) = 1 −∆(ϑ) в стандартном базисе (4.1) имеет вид
J(ϑ) =
(
JdN y(ϑ)
y∗(ϑ) 0
)
, ∀ϑ = (ϑj)dj=1 ∈ Td,
где dN × dN матрица JdN = diag(JN , . . . , JN) и вектор y(ϑ) определяются равенствами
JN =
1
2

0 1 0 . . .
1 0 1 . . .
0 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . .
 , y(ϑ) =
y1(ϑ1)...
yd(ϑd)
 , yj(ϑj) = 12√d

1
0
...
0
e−iϑj
 ∈ CN , j ∈ Nd.
(6.16)
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Известно, что собственные значения N ×N матрицы Якоби JN различны и имеют вид
µn = cos
πn
N + 1
∈ (−1, 1), n = 1, . . . , N. (6.17)
Следовательно, матрица JdN имеет N различных собственных значений µn кратности
d. Тогда, согласно свойству матриц iii), оператор J имеет по крайней мере N = ν−1
d
вырожденных спектральных зон {µn}, n ∈ NN , каждая из которых имеет кратность
d− 1.
Опишем σac(J). Равенство (8.3) дает
det
(
λ1 ν − J(ϑ)
)
=
(
λ− y∗(ϑ)(λ1 dN − JdN )−1y(ϑ)
)
det
(
λ1 dN − JdN
)
. (6.18)
Из явного вида матрицы JdN следует, что
det
(
λ1 dN − JdN
)
= DdN(λ), где DN (λ) = det
(
λ1N − JN
)
. (6.19)
Прямыми вычислениями находим
(λ1 dN − JdN)−1 = diag(BN , . . . , BN), BN = (λ1N − JN)−1 , (6.20)
y∗(ϑ)(λ1 dN − JdN)−1y(ϑ) = y∗1(ϑ1)BNy1(ϑ1) + . . .+ y∗d(ϑd)BNyd(ϑd), (6.21)
y∗j (ϑj)BNyj(ϑj) =
1
2NDN(λ) d
(
2N−1DN−1(λ) + cosϑj
)
, j ∈ Nd. (6.22)
Подставляя (6.19), (6.21) и (6.22) в формулу (6.18), получим
det
(
λ1 ν − J(ϑ)
)
=
Dd−1N (λ)
2N
(
λ D˜N(λ)− D˜N−1(λ)− c0
d
)
, где D˜n(λ) = 2nDn(λ). (6.23)
Выражение D˜n(λ) удовлетворяет следующему рекуррентному соотношению (уравнению
Якоби)
D˜n+1(λ) = 2λ D˜n(λ)− D˜n−1(λ), ∀n ∈ N,
где D˜0(λ) = 1, D˜1(λ) = 2λ.
(6.24)
Таким образом, D˜n(λ), n = 1, 2, . . . , – многочлены Чебышева второго рода, и выполня-
ется следующее равенство
D˜n(λ) = sin(n + 1)ϕ
sinϕ
, где λ = cosϕ, n ∈ N. (6.25)
Используя формулы (6.24) и (6.25), перепишем равенство (6.23) в виде
det
(
λ1 ν−J(ϑ)
)
=
Dd−1N (λ)
2N
( 1
2
(D˜N+1(λ)−D˜N−1(λ))−c0
d
)
=
Dd−1N (λ)
2N
(
cos(N + 1)ϕ− c0
d
)
.
(6.26)
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Тогда собственные значения матрицы J(ϑ) являются решениями уравнений
Dd−1N (λ) = 0 или cos(N + 1)ϕ =
c0
d
. (6.27)
Из первого уравнения следует, что все собственные значения оператора J бесконечной
кратности µn, n = 1, . . . , N , определяются формулой (6.17). Тогда множество всех соб-
ственных значений бесконечной кратности оператора Лапласа ∆ имеет вид (6.11). Так
как функция c0
d
принимает все значения из отрезка [−1, 1], каждое λ ∈ [−1, 1] при неко-
тором ϑ ∈ Td является решением второго уравнения (6.27), т.е. собственным значением
матрицы J(ϑ). Таким образом, σac(J) = [−1, 1]. Следовательно, σac(∆) = [0, 2].
Доказательство теоремы 2.4. Пункты i) – iii) – прямое следствие предложений 6.1
и 6.2.
7 Модели кристаллов
Известно, что большинство металлов имеют либо гранецентрированную кубическую
(ГЦК) структуру (рис. 5), либо объемноцентрированную кубическую (ОЦК) структу-
ру (рис. 4), либо гексагональную плотноупакованную (ГПУ) структуру (см. [BM80]).
Различие в структуре приводит к различным физическим свойствам металлов. Напри-
мер, металлы с ГЦК, Cu, Au, Ag, обычно мягкие и пластичные и легко изгибаются и
деформируются. Металлы с ОЦК менее пластичны, но более твердые, например, же-
лезо. Металлы с ГПУ обычно являются хрупкими. Например, цинк трудно согнуть, не
сломая (в отличии от меди).
Опишем спектры операторов Лапласа иШредингера на гранецентрированной и объ-
емноцентрированной кубических решетках.
7.1 Объемноцентрированная кубическая решетка. Объемноцентрированная ку-
бическая решетка B2 получается из кубической решетки L
3 добавлением одной верши-
ны в центр каждого куба. Эта вершина соединяется ребром с каждой вершиной куба
(рис. 4а). Фундаментальный граф решетки B2 состоит из двух вершин v1, v2 и 11 ребер
(рис. 4б ).
Предложение 7.1. i) Спектр оператора Лапласа на объемноцентрированной кубиче-
ской решетке B2 имеет вид
σ(∆) = σac(∆) = σ
0
1 ∪ σ02 = [0, 117 ], σ01 = [0, 1], σ02 = [1, 117 ]. (7.1)
ii) Пусть оператор Шредингера H = ∆ + Q действует на объемноцентрированной
кубической решетке B2, и потенциал Q удовлетворяет условию
Q(vj) = qj , j ∈ N2, q2 = 0. (7.2)
Тогда спектр оператора H имеет вид
σ(H) = σac(H) = σ1 ∪ σ2 = [λ−1 , λ+2 ] \ γ1, (7.3)
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Рис. 4: a) Объемноцентрированная кубическая решетка B2 ; б ) фундаментальный граф.
где
λ−1 =
11
14
+ 1
2
q1 − 12
√(
3
7
+ q1
)2
+ 16
7
, λ+2 =
11
14
+ 1
2
q1 +
1
2
√(
3
7
+ q1
)2
+ 16
7
,
и лакуна γ1 имеет вид
γ1 = (λ
+
1 , λ
−
2 ) =

(10
7
, 1 + q1), если
3
7
< q1
(1 + q1, 1 + q1) = ∅, если − 17 6 q1 6 37
(1 + q1,
6
7
), если q1 < −17
.
Доказательство. i) Фундаментальный граф Γ∗ объемноцентрированной кубической
решетки B2 состоит из двух вершин v1, v2 со степенями κ1 = 8, κ2 = 14; 11 ориентиро-
ванных ребер
e1 = e2 = e3 = (v2, v2), e4 = . . . = e11 = (v1, v2)
и противоположных им ребер (рис. 4б ). Находим индексы ребер фундаментального
графа:
τ(e1) = τ(e5) = (1, 0, 0), τ(e2) = τ(e6) = (0, 1, 0), τ(e3) = τ(e7) = (0, 0, 1),
τ(e4) = (0, 0, 0), τ(e8) = (1, 1, 0), τ(e9) = (1, 0, 1), τ(e10) = (0, 1, 1), τ(e11) = (1, 1, 1).
Для каждого ϑ = (ϑj)
3
j=1 ∈ T3 оператор ∆(ϑ) в стандартном базисе (4.1) имеет вид
∆(ϑ) =
(
1 ∆12
∆¯12 ∆22
)
(ϑ),
{
∆12(ϑ) = − 14√7 (1 + e−iϑ1)(1 + e−iϑ2)(1 + e−iϑ3)
∆22(ϑ) = 1− c07
,
(7.4)
где
c0 = c1 + c2 + c3, cj = cosϑj , j = 1, 2, 3. (7.5)
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Непосредственное вычисление дает
det(∆(ϑ)− λ1 2) = (λ− 1)2 + c07 (λ− 1)− 114 (1 + c1)(1 + c2)(1 + c3).
Каждая матрица ∆(ϑ) имеет собственные значения
λ0n(ϑ) = 1− c014 + (−1)
n
2
√
c20
49
+ 2
7
(1 + c1)(1 + c2)(1 + c3) , n = 1, 2. (7.6)
Таким образом, спектр оператора Лапласа на объемноцентрированной кубической ре-
шетке B2 имеет вид
σ(∆) = σac(∆) = [λ
0−
1 , λ
0+
1 ] ∪ [λ0−2 , λ0+2 ], [λ0−n , λ0+n ] = λ0n(T3), n = 1, 2.
Из свойства матриц iii) следует, что
λ01(ϑ) 6 1 6 λ
0
2(ϑ), ∀ϑ ∈ T3. (7.7)
Исследуя функцию λ02 на максимум и используя (2.1), (7.7), получим
λ0−1 = λ
0
1(0) = 0, λ
0+
1 = λ
0
1(π, π, π) = 1, λ
0−
2 = λ
0
2(π, 0, 0) = 1, λ
0+
2 = λ
0
2(0, 0, 0) =
11
7
.
ii) Для каждого ϑ ∈ T3 оператор H(ϑ) в стандартном базисе (4.1) имеет вид
H(ϑ) =
(
1 + q1 ∆12
∆¯12 ∆22
)
(ϑ),
где ∆12(ϑ),∆22(ϑ) определены в (7.4). Прямыми вычислениями находим
det(H(ϑ)− λ1 2) = (λ− 1)2 +
(
c0
7
− q1
)
(λ− 1)− c0
7
q1 − 114 (1 + c1)(1 + c2)(1 + c3),
где c0 и cj, j = 1, 2, 3, имеют вид (7.5). Каждая матрица H(ϑ) имеет собственные зна-
чения
λn(ϑ) = 1− c014 + 12q1 + (−1)
n
2
√(
c0
7
+ q1
)2
+ 2
7
(1 + c1)(1 + c2)(1 + c3) , n = 1, 2. (7.8)
Согласно (2.1) и свойству матриц iii), имеем
λ−1 = λ1(0) =
11
14
+ 1
2
q1 − 12
√(
3
7
+ q1
)2
+ 16
7
,
λ1(ϑ) 6 1 + q1 6 λ2(ϑ), ∀ϑ ∈ T3.
Тогда исследование функций λ1, λ2 на экстремумы дает
λ+1 = λ1(π, π, π) =
{
1 + q1, если q1 6
3
7
10
7
, если q1 >
3
7
,
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λ−2 = λ2(π, 0, 0) =
{
1 + q1, если q1 > −17
6
7
, если q1 < −17
,
λ+2 = λ2(0) =
11
14
+ 1
2
q1 +
1
2
√(
3
7
+ q1
)2
+ 16
7
.
Это и доказывает пункт ii).
7.2 Гранецентрированная кубическая решетка. Гранецентрированная кубическая
решетка B4 получается из кубической решетки L
3 добавлением одной вершины в центр
каждой грани каждого куба. Эта вершина соединяется ребром с каждой вершиной соот-
ветствующей кубической грани (рис. 5а). Фундаментальный граф решетки B4 состоит
из четырех вершин v1, v2, v3, v4 и 15 ребер (рис. 5б ).
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Рис. 5: a) Гранецентрированная кубическая решетка; б ) фундаментальный граф.
Предложение 7.2. i) Спектр оператора Лапласа ∆ на гранецентрированной кубиче-
ской решетке B4 имеет вид
σ(∆) = σac(∆) ∪ σfb(∆), σac(∆) = [0, 1] ∪ [43 , 53 ], σfb(∆) = {1}, (7.9)
где вырожденная зона {1} имеет кратность 2.
ii) Пусть оператор Шредингера H = ∆ + Q действует на гранецентрированной
кубической решетке B4, и потенциал Q удовлетворяет условию
Q(vj) = qj , j ∈ N4, q4 = 0. (7.10)
Тогда спектр оператора H имеет вид
σ(H) = σac(H) ∪ σfb(H), (7.11)
где
σfb(H) =

∅, если q1, q2, q3 попарно различны (потенциал общего вида)
{q(1) + 1}, если qj = qk = q(1) 6= qn дле некоторых j, k, n = 1, 2, 3,
n 6= j 6= k, k 6= n
{q(2) + 1}, если q1 = q2 = q3 = q(2)
.
(7.12)
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При этом вырожденные зоны {q(1) + 1} и {q(2) +1} имеют кратности 1 и 2 соответ-
ственно.
Доказательство. i) Фундаментальный граф Γ∗ гранецентрированной кубической ре-
шетки B4 состоит из четырех вершин v1, v2, v3, v4 со степенями κ1 = κ2 = κ3 = 4,
κ4 = 18; 15 ориентированных ребер
e1 = e2 = e3 = (v4, v4), e4 = . . . = e7 = (v1, v4),
e8 = . . . = e11 = (v2, v4), e12 = . . . = e15 = (v3, v4)
и противоположных им ребер (рис. 5б ). Находим индексы ребер фундаментального
графа:
τ(e1) = τ(e5) = τ(e9) = (1, 0, 0), τ(e2) = τ(e6) = τ(e13) = (0, 1, 0),
τ(e3) = τ(e10) = τ(e14) = (0, 0, 1), τ(e4) = τ(e8) = τ(e12) = (0, 0, 0),
τ(e7) = (1, 1, 0), τ(e11) = (1, 0, 1), τ(e15) = (0, 1, 1).
Для каждого ϑ = (ϑj)
3
j=1 ∈ T3 оператор ∆(ϑ) в стандартном базисе (4.1) имеет вид
∆(ϑ) =

1 0 0 ∆14
0 1 0 ∆24
0 0 1 ∆34
∆¯14 ∆¯24 ∆¯34 ∆44
 (ϑ),

∆14(ϑ) = − 16√2 (1 + e−iϑ1)(1 + e−iϑ2)
∆24(ϑ) = − 16√2 (1 + e−iϑ1)(1 + e−iϑ3)
∆34(ϑ) = − 16√2 (1 + e−iϑ2)(1 + e−iϑ3)
∆44(ϑ) = 1− 19 c0
,
(7.13)
где c0 = c1+ c2+ c3, cj = cosϑj , j = 1, 2, 3. Непосредственными вычислениями получаем
det(∆(ϑ)− λ1 4) = (λ− 1)2
(
(λ− 1)2 + c0
9
(λ− 1)− 1
6
− c0
9
− 1
18
η
)
,
где
η = η(ϑ) = c1c2 + c1c3 + c2c3.
Из свойства матриц iii) следует, что
λ01(ϑ) 6 1 6 λ
0
2(ϑ) 6 1 6 λ
0
3(ϑ) 6 1 6 λ
0
4(ϑ), ∀ϑ ∈ T3. (7.14)
Тогда собственные значения матрицы ∆(ϑ) имеют вид
λ01+3s(ϑ) = 1− c018 + (−1)
s+1
2
√
( c0
9
)2 + 4c0
9
+ 2
3
+ 2
9
η , s = 0, 1, λ02(ϑ) = λ
0
3(ϑ) = 1. (7.15)
Таким образом, спектр оператора Лапласа на гранецентрированной кубической решет-
ке B4 имеет вид
σ(∆) = σac(∆) ∪ σfb(∆), σac(∆) = [λ0−1 , λ0+1 ] ∪ [λ0−4 , λ0+4 ], σfb(∆) = {1},
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где вырожденная зона {1} имеет кратность 2 и [λ0−n , λ0+n ] = λ0n(T3), n = 1, 4. Далее,
используя (2.1) и (7.14), находим
λ0−1 = λ
0
1(0) = 0, λ
0+
1 = λ
0
1(π, π, π) = 1.
Прямые вычисления дают
λ0−4 = λ
0
4(π, π, π) =
4
3
, λ0+4 = λ
0
4(0) =
5
3
.
ii) Для каждого ϑ ∈ T3 оператор H(ϑ) имеет вид
H(ϑ) = ∆(ϑ) + q, q = diag(q1, q2, q3, 0),
где ∆(ϑ) определен в (7.13). Запишем характеристический многочлен матрицы H(ϑ) в
виде линейной комбинации линейно независимых функций:
det(H(ϑ)− λ1 4) = η1(λ, q) + η2(λ, q)c1 + η3(λ, q)c2 + η4(λ, q)c3
+ η5(λ, q)c1c2 + η6(λ, q)c1c3 + η7(λ, q)c2c3, (7.16)
где cj = cosϑj , j = 1, 2, 3,
η1(λ, q) = (λ− 1)4 − ζ1(λ− 1)3 + (ζ2 − 16)(λ− 1)2 + (19ζ1 − ζ3)(λ− 1)− 118ζ2,
η2(λ, q) =
1
9
(λ− 1)3− 1
9
(ζ1 + 1)(λ− 1)2 + ( 118 ζ1 + 19 ζ2 + 118 q3)(λ− 1)− 118 ζ2− 19 ζ3 + 118 q1q2,
η3(λ, q) =
1
9
(λ− 1)3− 1
9
(ζ1 + 1)(λ− 1)2 + ( 118 ζ1 + 19 ζ2 + 118 q2)(λ− 1)− 118 ζ2− 19 ζ3 + 118 q1q3,
η4(λ, q) =
1
9
(λ− 1)3− 1
9
(ζ1 + 1)(λ− 1)2 + ( 118 ζ1 + 19 ζ2 + 118 q1)(λ− 1)− 118 ζ2− 19 ζ3 + 118 q2q3,
η5(λ, q) = − 118 (λ− 1)2 + 118 (q2 + q3)(λ− 1)− 118 q2q3,
η6(λ, q) = − 118 (λ− 1)2 + 118 (q1 + q3)(λ− 1)− 118 q1q3,
η7(λ, q) = − 118 (λ− 1)2 + 118 (q1 + q2)(λ− 1)− 118 q1q2,
ζ1 = q1 + q2 + q3, ζ2 = q1q2 + q1q3 + q2q3, ζ3 = q1q2q3.
Точка λ является собственным значением оператора H бесконечной кратности тогда и
только тогда, когда det(H(ϑ) − λ1 4) = 0 для всех ϑ ∈ T3. Так как линейная комби-
нация (7.16) линейно независимых функций тождественно равна 0, получаем систему
уравнений ηs(λ, q) = 0, s ∈ N7. Все решения этой системы имеют вид
λ =

q(1) + 1, если qj = qk = q(1) 6= qn дле некоторых j, k, n = 1, 2, 3,
n 6= j 6= k, k 6= n
q(2) + 1, если q1 = q2 = q3 = q(2)
.
При этом корни q(1)+1 и q(2)+1 имеют кратности 1 и 2 соответственно. Это доказывает
пункт ii).
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8 Свойства матриц
Обозначим через λ1(A) 6 . . . 6 λν(A) собственные значения самосопряженной ν × ν
матрицы A, занумерованные в неубывающем порядке с учетом кратности. Справедливы
следующие известные свойства матриц.
i) Для каждого n ∈ Nν собственное значение λn(A) удовлетворяет принципу ми-
нимакса:
λn(A) = min
Sn⊂Cν
max
‖x‖=1
x∈Sn
〈Ax, x〉, (8.1)
λn(A) = max
Sν−n+1⊂Cν
min
‖x‖=1
x∈Sν−n+1
〈Ax, x〉, (8.2)
где через Sn обозначено подпространство размерности n и внешняя оптимизация про-
водится на множестве всевозможных подпространств указанной размерности (см.
стр.180 в [HJ85]).
ii) Пусть A,B – самосопряженные ν×ν матрицы. Тогда для каждого n ∈ Nν имеем
λn(A) + λ1(B) 6 λn(A+B) 6 λn(A) + λν(B)
(см. теорему 4.3.1 в [HJ85]).
iii) Пусть B =
(
A y
y∗ a
)
– самосопряженная (ν + 1) × (ν + 1) матрица, где A –
некоторая самосопряженная ν×ν матрица, a – некоторое вещественное число, y ∈ Cν
– некоторый вектор. Тогда
λ1(B) 6 λ1(A) 6 λ2(B) 6 . . . 6 λν(B) 6 λν(A) 6 λν+1(B)
(см. теорему 4.3.8 в [HJ85]).
iv) Пусть A = {Ajk} – самосопряженная ν × ν матрица, и пусть Γ(A) – граф на
ν вершинах v1, . . . , vν такой, что на нем существует ребро (vj, vk) тогда и только
тогда, когда Ajk 6= 0. Тогда A – неразложимая матрица тогда и только тогда, когда
граф Γ(A) связен (см. теорему 6.2.24 в [HJ85]).
v) Пусть A – неразложимая самосопряженная ν×ν матрица с неотрицательными
элементами. Тогда наибольшее собственное значение λ = ‖A‖ матрицы A простое,
и для некоторого вектора x с положительными компонентами имеем Ax = λx (см.
теорему 8.4.4 в [HJ85]).
vi) Пусть M =
(
A B
C D
)
– ν × ν матрица, где A,D – некоторые квадратные мат-
рицы, B,C – некоторые матрицы. Тогда
detM = detA · det (D − CA−1B) (8.3)
(см. стр. 21–22 в [HJ85]).
vii) Пусть V = {Vjk} – самосопряженная ν×ν матрица, и пусть B = diag{B1, . . . , Bν},
Bj =
ν∑
k=1
|Vjk|. Тогда справедливы следующие оценки: −B 6 V 6 B. (см., например,
[K13]).
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